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Einleitung

Eine Quadrik ist die Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms in einer oder mehre-
ren Variablen. Ein n-dimensionaler Ellipsoid ist eine die spezielle Quadrik, welche durch
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gegeben ist, wobei aq, ..., a, positive reelle Parameter sind. Der Ellipsoid ist eine n — 1-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"™, und ist diffeomorph zur Einheitskugel S™~!.
Wiéhlt man als Parameter a; = --- = a,, = 1, so ergibt sich gerade die Einheitskugel.

In der vorliegenden Arbeit soll es um ein Theorem gehen, welches das Langzeitverhalten
von Billardtrajektorien im Inneren eines Ellipsoiden beschreibt, bei denen die Parameter
ai,...,a, voneinander verschieden sind. Bevor dieses Theorem formuliert werden kann,
muss noch der Begriff einer konfokalen Quadrikenschar eingefithrt werden: Dies ist eine
Familie von Quadriken, welche durch die Gleichung
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beschrieben werden, wobei A € U := R\{—ay, ..., —a,} ist, und die Parameter a4, ..., a,

positiv und reell sind. Insbesondere ist )y ein Ellipsoid.

Unter mathematischem Billard versteht man folgendes System: In einer nichtleeren, offe-
nen und zusammenhéngenden Menge (2 C R™ mit glattem Rand wéhle man eine Start-
position 2y € Q und eine Startgeschwindigkeit vy € S™ . Von Interesse ist nun die
Trajektorie  : Rsg — Q,¢ +— x(t) eines Massenpunktes mit z(0) = o und 2/(0) = vy,
wobei t die Zeit beschreibt, und die Trajektorie sich nach folgenden GesetzméBigkeiten
bestimmen l&sst:

o Fiir z(t) € Q bewegt sich der Punkt geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit
weiter.

e Falls z(t) € 0, so findet ein elastischer Stofl am Rand 0 statt: Der Anteil der
Geschwindigkeit orthogonal zur Randfliche 92 dndert sein Vorzeichen, wahrend

der tangentiale Anteil gleich bleibt. Der Betrag der Geschwindigkeit éndert sich
dabei nicht (Siehe Abb.1).

Abbildung 1: Mathematisches Billard in einem 2-dimensionalen Gebiet



Reflexionsebene
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Abbildung 2: Reflexionsgesetz in zwei- und dreidimensionalen Rédumen

Die Reflexion am Rand kann im zweidimensionalen Raum mit der Gesetzméafigkeit ,, Ein-
fallswinkel gleich Ausfallwinkel“ beschrieben werden. Im dreidimensionalen Raum gilt
ebenfalls die GesetzméBigkeit ., Einfallswinkel gleich Ausfallwinkel®, wobei sich der Mas-
senpunkt vor und nach der Reflexion in derselben Reflexionsebene bewegt, welche ortho-
gonal auf dem Tangentialraum der Randfliche am Reflexionspunkt ist. Der Einfalls- und
Ausfallwinkel werden dann in dieser Ebene betrachtet (siehe Abb.2).

Im Zusammenhang mit dem mathematischen Billard betrachtet man auch die Billard-
kugelabbildung

T:00x8" ' —0Qx8",

welches das Tupel (xg, v9) aus Anfangspunkt auf dem Rand von 2 und Startgeschwindig-
keit auf das Tupel (x1,v1) schickt, wobei z; den néchsten Stofipunkt mit dem Rand be-
schreibt, und v; die Geschwindigkeit nach diesem Stoff angibt. Die Menge M := 9 Qx S"~!
kann als Phasenraum des mathematischen Billard auf {2 bezeichnet werden, und die Bil-
lardtrajektorie mit Startwerten (zo,v9) € M kann dann durch die Folge (z,,v,) =
T"(xg,v9) von Punkten im Phasenraum beschrieben werden (mit n € IN). Um das Ver-
halten des Billards zu verstehen ist es daher niitzlich, die von der Billardkugelabbildung
T : M — M erzeugte diskrete Dynamik zu betrachten.

Das Theorem, welches in dieser Arbeit behandelt wird, ist aus [6] entnommen und ldsst
sich etwa so paraphrasieren:

Theorem (Billard in Ellipsoiden). Betrachte eine konfokale Quadrikenschar {Qx},cy
mit voneinander verschiedenen Parametern aq,...,a,. Sei E := Qy. Dann gibt es zu fast
jeder Billardtrajektorie im Inneren des Ellipsoiden E genau n—1 eindeutige, voneinander
verschiedene Werte Ay, ..., A\n—1 € U, sodass die Billardtrajektorie tangential an Q)y, bleibt
(firi=1,...,n—1).

Hierbei bedeutet die Formulierung , Billardtrajektorie tangential an )),“ dass die
Geraden, die durch Verldngerung der geraden Teilabschnitte der Billardtrajektorie ent-
stehen, tangential an der Quadrik ), liegen.

An dieser Stelle sei erwihnt, vor welchem Hintergrund dieses Theorem in [6] behandelt
wird:
Aus dem Theorem folgt die Existenz von n — 1 linear unabhéngigen Funktionen auf



Abbildung 3: Billards im Gebiet %.172 + y? < 1 mit zwei verschiedenen Anfangswerten,

jeweils 100 Reflexionen am Rand.

dem Phasenraum M, die unter der Billardkugelabbildung 7" : M — M invariant sind.
Da der zugehérige Phasenraum M eine (2n — 2)-dimensionale symplektische Mannigfal-
tigkeit darstellt und die Billardkugelabbildung eine symplektische Abbildung ist, folgt
hieraus mithilfe des Arnold-Liouville Theorems, dass die zugehorige Billardkugelabbil-
dung T vollstandig integrabel im Liouville’schen Sinne ist. Dies hat zur Folge, dass die
Billardkugelabbildung qualitativ einfach zu beschreiben ist.

Diese weiterfithrenden Gedanken sind jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit, weshalb
der Begriff der symplektischen Mannigfaltigkeit sowie das Theorem von Arnold-Liouville
hier nicht genauer erldutert wird. Stattdessen geht es darum, den in [6] skizzierten Beweis
genauer auszuarbeiten.

Um eine anschauliche Vorstellung des Theorems zu erhalten, bietet es sich an, die oben
beschriebene Konstruktion fiir n = 2 zu betrachten: Betrachte die Ellipse

x?  xd

E:{QUE]R2 —1—1——2:1} mit ay,as > 0.
ai Q2

Man beobachtet bei der numerischen Simulation des Billard im Inneren von F, dass die

Trajektorie in den meisten Féllen einen Teil des Gebiets vollig freildsst, dessen Rand sich

augenscheinlich durch eine Ellipse oder eine Hyperbel beschreiben ldsst (sieche Abb.3).

Diese Randkurve ist Element der Quadrikenschar
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und die Trajektorien liegen tangential an der jeweiligen Quadrik. Aus dieser geometri-
schen Eigenschaft ergibt sich folgende Invariante fiir die Billardtrajektorien: Sei M der
Phasenraum, betrachte die Funktion

(’Ugﬂ?l — 1)1[)’)2)2
ap — az

F: M—R,(z,v) = v+

Dann ist F' entlang jeder Billardtrajektorie konstant, d.h. die Abbildung

Reo— R, ¢t — F(x(t),2'(t))
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ist konstant. An den Reflexionspunkten ist 2’(¢) nicht definiert, hier kann aber entweder
die Geschwindigkeit vor oder nach der Reflexion verwendet werden.

Die invariante Funktion ergibt sich wie folgt: Die Bedingung, dass fiir (z,v) € M die
Gerade g = x + R -v tangential an einer Quadrik @, liegt, lédsst sich so formulieren, dass
die quadratische Gleichung

(z1 + MU1)2 (@2 + MU2)2
+
a; + A ao + A

eine doppelte Nullstelle in g hat. Somit verschwindet die Diskriminante dieser Gleichung,
woraus sich die Bedingung

by _ 2
+ aq _ U% i (UQLL’l Ul.l‘g)

= F(z,v)
a; — a2 ap — a2

ergibt. Da aber a; und ay konstant sind, und jeder Abschnitt einer Billardtrajektorie an
derselben Quadrik @, tangential ist, ergibt sich die oben angegebene Invariante entlang
der Trajektorie.

Auf dhnliche Weise ergeben sich im n-dimensionalen Fall aus der geometrischen Bedin-
gung die n — 1 invarianten Funktionen.

Der Beweis des Theorems iiber Billard im Ellipsoiden erfolgt in [6] in vier Schritten, wel-
che wie folgt zusammengefasst werden kénnen:

Zunéchst wird bewiesen, dass zu einer generischen konfokalen Quadrikenschar fiir einen
generischen Punkt genau n verschiedene Quadriken der Schar existieren, welche den
Punkt enthalten.

Als Néchstes wird gezeigt, dass es zu einer generischen konfokalen Quadrikenschar und
einer generischen Gerade genau n — 1 verschiedene Quadriken der Schar gibt, an denen
die Gerade tangential liegt.

Anschlieflend wird diese letzte Aussage auf die Tangenten einer Geodéten auf einem Ellip-
soiden E bezogen: Betrachtet man eine generische konfokale Schar {Q,} sodass E = @y
ist, und wahlt man eine generische Geodéite auf F, so gibt es fiir jede Tangente der
Geodéten n—2 andere Quadriken der Schar, an denen diese Tangente tangential liegt. Nun
wird zusétzlich begriindet, warum diese n — 2 anderen Quadriken entlang der Geodéten
gleich bleiben.

Im letzten Schritt werden Geodéaten und Billardtrajektorien wie folgt in Zusammenhang
gebracht: Betrachte den Ellipsoiden

E:{xE]R”

x? x?
_1+...+—n:1}_

ai Qp,

Bei dem Grenziibergang a,, — 0 wird der Ellipsoid ,,entlang der x,,- Achse plattgedriickt®,
und die Geodéten auf E ,konvergieren gegen die Billardtrajektorien® im Ellipsoiden

7 x?
i T T e }

aq An—1

E = {:EEIR"I

Auflerdem gehen bei diesem Grenziibergang die zu E konfokalen Quadriken in die zu E
konfokalen Quadriken iiber, sodass die analoge Aussage iiber Billardtrajektorien formu-
liert werden kann. Dieser letzte Beweisschritt wird in [6] nur anschaulich skizziert, und
es wird nicht auf den genauen Beweis eingegangen.

In dieser Arbeit werden die ersten drei Aussagen als Theoreme formuliert und bewiesen.
Dabei werden die in [6] als ,generisch® formulierten Voraussetzungen prézisiert.



1 Untermannigfaltigkeiten des R"

Als Grundlage fiir alle weiteren Betrachtungen werden einige Definitionen und Sétze zu
Untermannigfaltigkeiten des R"™ bendétigt. Diese sind, bis auf Definition 1.3 und Lemma
1.4, aus [5, Kapitel 1] entnommen.

Satz 1.1 (von der impliziten Funktion). Sei Q C R* x R' offen, sei f : Q — R glatt,
und sei (zo,Yo) € Q sodass

f(zo,90) = 0, det (g—i(xoa yo)) # 0.

Dann ezistieren offene Mengen V- C R* und W C R!, sodass (xo,y0) € V x W CQ, und
eine glatte Abbildung g : V — W, sodass fiir alle (z,y) € V- x W gilt:

flay) =0 <= g(x) =y
Insbesondere gilt: f(xg) = yo.

Definition 1.2 (Glatte Abbildungen zwischen Mengen). Seien k,l € IN, seien X C RF
und Y C R! beliebige Teilmengen. Eine Abbildung f : X —Y heifit glatt, falls es zu
jedem x € X eine offene Umgebung U C R” gibt, und eine glatte Abbildung F : U — R/
sodass F(x) = f(x) fir alle x € U N X. Die Abbildung f wird ein Diffeomorphismus
genannt, falls f bijektiv ist, und sowohl f als auch f=' glatt sind. Die Mengen X undY
heiffen diffeomorph (zueinander), falls ein Diffeomorphismus f : X —Y existiert.

Bemerkung. Die Verkniipfung von Diffeomorphismen ist wieder ein Diffeomorphismus.
Somit ist Diffeomorphie eine Aquivalenzrelation auf {X | X CR" fir einn € IN}.

Definition 1.3 (lokaler Diffeomorphismus). Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen
Mengen X C R* und Y C R'. Die Abbildung f wird als lokaler Diffeomorphismus be-
zeichnet, falls es zu jedem x € X eine X-offene Umgebeung U von x gibt, sodass f(U)
eine Y -offene Menge ist, und die Abbildung U — f(U), z — f(z) ein Diffeomorphismus
15t.

Lemma 1.4. Seien XY, Z Teilmengen von (mdglicherweise verschiedenen) reellen Vek-
torrdumen, und seien f : X —Y und g : X — Z lokale Diffeomorphismen, wobei f
surjektiv sei. Sei ferner h 'Y — Z sodass h o f = g. Dann ist auch h ein lokaler
Diffeomorphismus.

Beweis. Sei y € Y, wihle z € X sodass f(z) = y. Wahle Umgebungen Uy, U, C X
von z sodass die Abbildungen Uy — f(Uy), 2z — f(z) und U, — g(U,), z — g(z) Dif-

feomorphismen sind. Setze U := U; N U,, dann ist die zusammengesetzte Abbildung
fU)—g(U),z — go f~1(2) = h(z) ein Diffeomorphismus. Da y = f(z) € f(U) ist,
folgt hieraus die Aussage. m

Definition 1.5 (Untermannigfaltigkeit). Seien k,m € N. Eine Teilmenge M C R* heifit
(glatte) m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R*, falls zu jedem Punkt p € M eine
offene Umgebung U C R* und eine offene Menge Q C R™ existiert, sodass U N M und
Q diffeomorph sind. Ist m =k — 1, so wird M auch als Hyperflaiche bezeichnet.

Bemerkung. Ist M C RF eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so ist m < k. Im
Fall m = k ist M eine offene Menge.



Definition und Satz 1.6 (Tangentialraum). Sei M C R* eine m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, und sei p € M. Dann ist

T,M :={~(0) | v: R— M st glatt mit v(0) = p}

der Tangentialraum von M an der Stelle p. Dieser ist ein m-dimensionaler linearer Un-
terraum des RE.

Sei U C RF eine offene Umgebung von p, sei @ C R™ eine offene Menge und sei
Y : Q—UNM ein Diffeomorphismus. Dann ist T,M = im(D¢ (¢~ (p))).

Definition und Satz 1.7 (Regulirer Wert). Sei U C R* offen und f : U — R glatt.
Ein Element c € R" heift regulirer Wert von f, falls fiir alle p € U mit f(p) = c gilt: Die
Ableitung Df(p) : R¥ — R ist surjektiv. In diesem Fall gilt: Das Urbild M = f~'(c)
des requliren Wertes ist eine (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R*, und fiir

p e M ist T,M =ker(Df(p)).

Korollar 1.8. Sei U C RF eine offene Menge und f : U — R glatt, sei c € R. Falls fiir
alle p € U mit f(p) = c gilt: Vf(p) # 0, so ist M := f~Y(c) eine Hyperfliche, und fiir
alle p € M ist T,M = ker((V f(p),-)). Somit ist V f(p) Normalenvektor von M an der
Stelle p.

Definition und Satz 1.9 (Ableitung). Sei M C R* eine m-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit, N C R! eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und f : M — N glatt,
sei p € M. Dann existiert eine lineare Abbildung D f(p) : T,M — Ty N, sodass gilt:
Fiir jede glatte Abbildung F : U — R', wo U C R eine offene Umgebung von p ist und
F(z) = f(x) fir alle x € UNX ist, gilt DF(p)(v) = Df(p)(v) fir jedes v € T,M.
Diese Abbildung D f(p) wird als Ableitung von f an der Stelle p bezeichnet. Falls f ein
Diffeomorphismus ist, ist fir jedes p € M die Abbildung D f(p) ein Isomorphismus.

Definition und Satz 1.10 (Reguldrer Wert). Fir eine glatte Abbildung f : M — N
zwischen Untermannigfaltigkeiten M C R* und N C R heifit ¢ € N ein regulirer Wert
von f, falls fiir jedes p € f~'(q) die Ableitung Df(p) : T,M — T,N surjektiv ist. In
diesem Fall ist P := f~1(q) eine Mannigfaltigkeit der Dimension dim M — dim N, und
der Tangentialraum am Punkt p € P ist gegeben durch T,P = ker D f(p).

Satz 1.11 (von der Umkehrabbildung fiir Mannigfaltigkeiten). Sei f : M — N eine
glatte Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten M C R und N C R! gleicher Dimen-
sion. Sei p € M, sodass Df(p) : T,M — Ty N ein Isomorphismus ist. Dann gibt es
eine M -offene Umgebung U C M wvon p sodass V := f(U) C N eine N-offene Menge ist,
und die Abbildung f|y : U—V (mit verkleinertem Bildbereich) ein Diffeomorphismus
15t.



2 Konfokale Quadriken

Definition 2.1. Eine Quadrik ist eine Nullstellenmenge der Form QQ = {x € R" |¢(x) = 0},
wobei q ein reelles quadratisches Polynom in n Variablen ist.

Fiir die weiteren Uberlegungen sind nur Quadriken der Form

x? x? _
Q= xERna—+---+a—":1 mit aq,...,a, #0
1 n

relevant. Da jedoch das Verhalten der Billardtrajektorien sich bei Drehung, Spiegelung
und Translation des Systems nicht dndert, gelten die Aussagen iiber das Billard auch fiir
Quadriken, die durch eine lingen- und winkelerhaltende Abbildung in eine Quadrik obiger
Form gebracht werden kénnen. Eine solche Abbildung hat stets die Form x +— St + ¢
mit S € O(n,R) und ¢ € R". Die folgenden Sétze geben Aufschluss dariiber, wann eine
Quadrik sich in die Form von @) bringen lésst.

Satz 2.2. Jedes reelle quadratische Polynom q ldsst sich in der Form
q(z) = 2T Az + (b, x) + ¢

mit 0 # A € Sym(n,R),b € R",c € R schreiben. Dabei sind A,b und ¢ durch q eindeutig
bestimmd.

Beweis. Zur Existenz: Sei

q($1, R ,l‘n) = Z )\”$12 + Z /\ijxi:vj + Z )\,SBZ + A
i=1 ij=1 i=1
1<]

s fallsi<j
Firid,j € {1,...,n} setze a;; =< Ay fallsi=j , und definiere A := (a;;). Sei aufer-

%)\ji falls ¢ > j
dem b := (A1,...,\,)T und ¢ := \. Per Definition ist A symmetrisch, und die Bedingung
A # 0 folgt direkt aus der Tatsache, dass nicht alle \;; gleich null sein kénnen, da sonst
das Polynom ¢ nicht quadratisch wire. Die Gleichung ¢(z) = 27 Az + (b, z) + ¢ ldsst sich
leicht nachrechnen.
Zur Eindeutigkeit: Jedes Polynom ¢ definiert eine eindeutige Abbildung

F,:R"— R,z q(x).

Denn falls Vo € R" : ¢(x) = q(x) fiir zwei verschiedene Polynome ¢ und ¢, so wire ¢ — q
die Nullabbildung, und dies ist nur moglich, falls es das Nullpolynom ist. Hieraus folgt
aber die Gleichheit der Polynome ¢ und q.

2
Es gilt ¢ = F,(0), b; = DF,(0)(e;) und a;; = 3 - %(w). Somit lassen sich A, b und ¢
auf eindeutige Weise aus der Abbildung bestimmen. O]

Satz 2.3. Sei Q := {x € R" [z Az + (b,z) + c =0} C R" eine Quadrik, wobei A sym-
metrisch und invertierbar sei. Dann existieren S € O(n,R) und t € R", sodass mit

f:R"—R",z— Sz+1t gilt: f{(Q) = {:Jc eER"| > dix? +e= O}, wobei dy, . ..,d, €
i=0
R\{0} mit d\ > --- > d, die Bigenwerte von A sind, und e := ¢ — 167 A~'b.

7



Beweis. Aus der linearen Algebra! ist bekannt, dass es eine Matrix S € O(n, R) gibt, so-
dass SAST = D = diag(dy,...,d,) mit d; > --- > d, ist. Dabei sind die Diagonaleintrige
von D gerade die Eigenwerte von A. Da A invertierbar ist, sind alle Diagonaleintréige in
D ungleich 0. Sei nun f durch f(z) = Sz + $SA™'b gegeben. Dann ist f bijektiv mit
fHx) = STz — 3 A7'h, somit ist f(Q) = {z € R"|f'(2) € Q}. Diese Bedingung lésst

sich umformen zu

fz)eq

() A ) + b7 @) +e=0
(

1 1 1
STq — 5A*lb)M(STa: — EA*lb) + o' (ST — §A*1b) +c=0

1 1 1 1
2’ Dy — §bTSTx — §$TSb + Z—LbTA_lb +u7STy — ébTA_lb +c=0

2" Dx — ibTAlb +c=0

=0

(I A A

m
Korollar 2.4. Ist ) := {x eER"[2TAx + ¢ = O}, so kann Q) durch eine orthogonale
=0

Koordinatentransformation in eine Quadrik der Form @) = {x e R"

tberfiihrt werden, wobei dy, ... ,d, gerade die Figenwerte von A sind.

Beweis. Setzt man im Beweis von Satz 2.3 b = 0 ein, so ergibt sich f(z) = Sz, wobei
S € O(n,R) ist, und e = ¢. Die Abbildung f ist somit eine orthogonale Koordinaten-
transformation. |

Bemerkung. Eine orthogonale lineare Abbildung f(x) = Sx mit S € O(n,R) ist be-
kanntlich skalarprodukterhaltend, denn

(f(x), f(y)) = (Sz,Sy) = (S2)" (Sy) = 2" (S S)y = (=, ).

STs
=1

Satz 2.5. Fine Quadrik der Form ) = {:L’ e R"

Sdixi+e= 0} lasst sich im Fall
i=0
> 2—2 = 1} schreiben. Jede solche
i=0

Quadrik ist zudem eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

dy,...,dy,e # 0 auch in der Form QQ = {xER”

Beweis. Mit a; = —F ist offensichtlich ;}dix? +e=0 «<— ;) §—§ = 1. Die Abbildung

F:R"—R,z— > 2—2 hat an jeder Stelle z € Q = F~!(1) einen nichtverschwindenden
. 1 7

1=

T n
Gradienten VF(z) = 2<%, ce z—:> , denn wegen »_ 2—2 = 1 muss fiir mindestens ein
i=1 "
i €{1l,...,n} gelten, dass 2 # 0. Somit folgt nach Korollar 1.8 die Behauptung. O

ISiehe z.B. [1], Kapitel 7.6, Theorem 6



Definition 2.6. Eine zentale Quadrik ist eine Quadrik Q = qx € R"| > g =1, mit

=1
ai,...,a, # 0. Fir eine solche Quadrik sei der Typ der Quadrik die natirliche Zahl
Typ(Q), welche die Anzahl der negativen Koeffizienten der quadratischen Gleichung an-
gibt, d.h.

Typ(Q) = {i e {1,...,n} 1 a; <0}

Eine zentrale Quadrik vom Typ 0 wird auch als zentraler Ellipsoid bezeichnet.

Definition 2.7. Sei ) eine Quadrik. (Q heifst Quadrik Q € R"™ vom Typ k, falls eine
Abbildung f : x — Sx+t mit S € O(n,R),t € R" existiert, sodass f(Q) eine zentrale
Quadrik mit Typ(f(Q)) = k ist. Schlieflich ist Q eine n-achsige Quadrik, wenn bei der

zugehdrigen zentralen Quadrik die Parameter aq, ..., a, voneinander verschieden sind.

Bemerkung. Eine Quadrik vom Typ n ist die leere Menge, und eine nichtleere Quadrik
Q ist genau dann beschrankt, wenn Typ(Q) = 0.

Mit Korollar 2.4 sieht man daher, dass fiir jede symmetrische, invertierbare Matrix
A die Quadrik mit der Gleichung (Az,z) = 1 beziiglich einer orthogonalen Basis aus
Eigenvektoren zu einer zentralen Quadrik wird, und der Typ dieser Quadrik nur von den
Vorzeichen der Eigenwerte von A abhéngt. Die Quadrik ist zudem genau dann n-achsig,
wenn es n verschiedene Eigenwerte von A gibt.
Wie aus Definition 2.7 hervorgeht, léasst sich einer Quadrik nur dann ein Typ zuordnen,
wenn sie sich durch eine langen- und winkelerhaltende Abbildung in eine zentrale Quadrik
iiberfithren lasst. Bezeichne solche Quadriken als nicht-degeneriert. Fiir diese gilt:

Satz 2.8. Zwei Quadriken Q1,2 C R" gleichen Typs sind diffeomorph.

Beweis. Daeine Abbildung f : x — Sz+tmit S € O(n,R),t € R" ein Diffeomorphismus

ist, reicht es, die Aussage fiir zwei zentrale Quadriken zu beweisen.
> 2—2 = } und oBdA a; < --- < a,. Sei f: R" — R" gegeben durch
= (y/|ai]z1,. .., \/|an]z,)T. Die Abbildung f ist offensichtlich ein Diffeomorphismus.
i n
— Y i+ > = 1}. Dann gilt mit £ := Typ(Q), dass
i=1

n
Sei ) = {:L‘ e R"
i=1
i=j+1

Sei ferner @j =<z eR"

Q= f(ék) Dies sieht man so:

2
f(z) € Q = Zmzl = ngn(ai)-xle — z€ Q.

a.
i=1 v i=1

Da Diffeomorphie eine Aquivalenzrelation auf Mannigfaltigkeiten ist, ist die Aussage be-
wiesen. ]

Der folgende Satz liefert eine hinreichende Bedingung dafiir, wann eine Quadrik nicht-
degeneriert ist.

Satz 2.9. Sei Q) eine Quadrik gegeben durch

Q:={zeR" 2" Az + (b,z) +c=0} CR" mit 0 # A € Sym(n,R),be R",c€eR.



Sei A invertierbar, und sei e := ¢ — ibTAflb # 0. Sei D := diag(dy, . ..,d,) eine Diago-
nalgestalt von A, d.h. D = STAS fiir ein passendes S € O(n,R). Sei

=|{i e {1,...,n} :sgn(d;) = sgn(e)}|.

Dann ist @ eine Quadrik vom Typ k. Auflerdem ist Q) genau dann n-achsig, wenn die
Figenwerte dy, . ..,d, von A alle verschieden sind.

Beweis. Verwende die in Satz 2.3 definierte Abbildung f : z +— Sz+t mit S € O(n,R). Es

ergibt sich f(Q) = {x eER" Y dix?+e= 0}. Nach Voraussetzung ist e # 0. AuBlerdem
i=0

ist D = STAS invertierbar, somit sind d;,...,d, # 0. Mit Satz 2.5 folgt nun, dass

f(Q) = {x eR" Z ‘fj =1p, mit a; := —F fir i = 1,...,n. Nach Voraussetzung ist
dann Typ{f(Q)} = k Auflerdem sind die ay, ..., a, genau dann alle verschieden, wenn
das auch fiir dy, ..., d, gilt. O
Deﬁnition 2 10 Eine konfokale Quadrikenschar zu den Pammetem ai,...,a, € Ry

I

— a; + A

Zwei zentrale Quadriken heiffen konfokal, falls sie sich als Elemente derselben konfokalen
Quadrikenschar darstellen lassen.

Q)\ = {.%‘ER”

Das folgende Theorem besagt, dass es fiir eine gegebene konfokale n-achsige Quadri-
kenschar zu fast jedem Punkt n verschiedene Quadriken der Schar gibt, die diesen Punkt
enthalten, und dass diese Quadriken in diesem Punkt orthogonal zueinander sind.

Theorem 1. Sei {Q\} eine konfokale Quadrikenschar zu den Parametern ay, ..., a, mit
0<a; <---<ay, und sei x € (R\{0})". Dann existieren eindeutige Werte \y,..., A, €
R\{—a1,...,—a,} sodass \y > --- > X\, mit x € Q,, und Typ(Qy,) =i — 1 firi =
1,...,n. Dabei hingen die Werte Ay, ..., A\, glatt von x € (R\{0})" und den Parametern
ai,...,a, ab. Auferdem stehen die Quadriken @y, im Punkt x senkrecht aufeinander,
d.h. wenn firi € {1,...,n} ein Normalenvektor von Q,, im Punkt x mit n; bezeichnet
wird, so gilt (n;,n;) =0 fir allei,j € {1,...,n} miti# j.

Beweis. Die gesuchten Werte Aq, ..., A\, sind gerade die Losungen A € R\{—ay,...,—a,}
der Gleichung Z )
trachte daher dle Funktion

= 1, wobei z1,...,x, die Eintrige von = € (R\{0})" seien. Be-

2

f:R\{—a1,...,—a,} — R, AHZG .y

Die Ableitung ist f'(\) = —>_ ﬁ < 0. Somit ist f auf den Zusammenhangskompo-
=1

nenten ihres Definitionsbereiches jeweils streng monoton fallend, d.h. auf den Intervallen

(—00; —ay), (—an; —ap_1), ..., (—az; —ay), (—ay;00). AuBerdem gilt
x2 x2
i _ ~ _ j _
)\l\ima] f( ) A\ma] a; + A - )\g‘l—naj f<)\) a )\g‘maj a; + /\ = —oound )\1—1>r:iloof( )

10



fir alle 5 € {1,...,n}. Somit folgt wegen der Monotonie von f und nach dem Zwi-
schenwertsatz, dass es in den Intervallen (—ay;00), (—ag; —a1),. .., (—ap; —a,—1) jeweils
genau eine Losung fiir die Gleichung f(A) = 1 gibt. Seien diese mit Aq,...,\, be-
zeichnet, d.h. Ay € (—aj;00), Ay € (—ag;—a1),...,\n € (—an;—a,_1). Auerdem gibt
es im Intervall (—oo; —a,) aus demselben Grund keine Losung fiir f(A) = 1. Nun ist
f(A) =1 <= =z € @Q,, dh. die Werte Aq,..., A\, sind so gewihlt, dass sie A\; > --- > A,
mit x € @), und Typ(Q,,) =i —1firi=1,...,n erfiillen.

Die glatte Abhingigkeit der A\; von x folgt direkt mit Satz 1.1, denn es gilt

n

x? d
zzaz%—)\ D

n 2 n

S Y ety
A=) a2+/\ i—1 (ai—i—/\j)Z ’

Auf analoge Weise folgt die glatte Abhéngigkeit der A; von jedem ay, denn

d < x? T3
- 2 0.
dak ; a; + )\j (CLk —|— )\) %

Sei nun @) eine Quadrik der konfokalen Schar. Fiir y € @, ist ein Normalenvektor von
@), an der Stelle y durch

1 ~ v\ [ un O\
ZVy(;aﬁ—)\)_(al—i-)\"”’an—i-)\

gegeben. Seien nun fir i,5 € {1,...,n} mit i # j die Normalenvektoren zu den Qua-
T
driken @), bzw. Q,; jeweils im Punkt z durch n; := (aﬁ:)\i, ceey aff)\) bzw. n; =
T
<a1frlAj e af-f&) gegeben. Dann folgt

n n

2
P Lp 2 ap—l—)\ (ap+)\j)
(ni,ng) = Z(ap+)\¢)(ap+)\ i _)\ pr (ap + Ai)(ap + A5)

p=1 J p=1
R B Pt ol
>‘ WA ath) NN\ E et St
1
= 1-1)=0
n x2
denn aus z € Qy, N Qy, folgtzaﬂ :pz::l%—f/\i:l. N
Bemerkung. Sind die Parameter aq,...,a, nicht alle unterschiedlich, so sei

k:={ai,...,a,}] <n.

Dann gilt die analoge Aussage des Theorems fiir k eindeutige Quadriken der Quadriken-
schar.
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3 Schnitt einer zentralen Quadrik mit einer Hyper-
ebene

Als Néchstes soll es um die Frage gehen, was passiert, wenn man eine zentrale Quadrik
mit einer Hyperebene durch den Nullpunkt schneidet. Diese Frage ist fiir den Beweis des
Theorems 2 relevant. Wenn man von der Wahl des Koordinatensystems absieht, kann
nach Satz 2.9 jede Quadrik der Form @ := {z € R" | (Dz,z) = 1}, wobei D € R™*" eine
symmetrische, invertierbare Matrix ist, als zentrale Quadrik betrachtet werden.

Satz 3.1. Sein € N mit n > 2, sei A € R"™*™ eine symmetrische, invertierbare Matriz,
und sei A € R"V*X=D dyrep,

definiert. Dann ist A symmetrisch, und es gilt:

A ist invertierbar <= <A_1en, en> #0.

Beweis. Dass A symmetrisch ist, folgt direkt aus der Tatsache, dass A symmetrisch ist.
Der Wert von (A7 te,,e,) ist genau der Eintrag der Matrix A~! in der n-ten Zeile und
n-ten Spalte. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass sich dieser Eintrag iiber die
adjungierte Matrix bestimmen lisst?. Somit ergibt sich

~1 . det;{
Aenen) = G

Somit ist genau dann (A~ 'e,, e,) # 0, wenn det A # 0, also wenn A invertierbar ist. [

Lemma 3.2. Sein € N mit n > 2, set A € R"" eine symmetrische, invertierbare

Matriz. Sei v € R", sodass |v| = 1. Sei {b,...,b,—1,v} eine Orthonormalbasis vom R",

sei B € O(n,R) die Matriz mit diesen Basisvektoren in den Spalten. Sei D € RM™=1*(n=1)
*

durch BTAB = D : gegeben. Dann ist D symmetrisch, und es gilt:

*

D ist invertierbar <= <A_lv,v> # 0.

Beweis. Dass D symmetrisch ist, folgt direkt aus der Tatsache, dass BT AB symmetrisch
ist. Per Definition von B ist die letzte Spalte von B durch v gegeben, d.h. v = Be,,. Somit
folgt:

<A_1v,v> = <A_1Ben,Ben> = <BTA_1Ben,en> = <B_1A_1Ben,en>

Zsiehe z.B. [1], Abschnitt 4.4.
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= <(B*1AB)_len,en> = <(BTAB)_len,en>.

Aufgrund der Definition von D folgt somit direkt aus Satz 3.1, dass D genau dann
invertierbar ist, wenn (A~ v) # 0 ist. O

Satz 3.3 (Schnitt einer Quadrik mit einer Hyperebene). Sei Q := {z € R" | (Ax,z) = 1},
wobei A € R™" eine symmetrische, invertierbare Matriz ist. Sei W C R" ein n — 1-
dimensionaler linearer Unterraum. Sei v ein Normalenvektor von W mit |v| = 1, und es
gelte (A= v, v) # 0. Dann existiert eine Orthonormalbasis By = (by,...,b,_1) von W
und eine invertierbare Diagonalmatriz D € R >~ " godass

@::QQW:{Z:UH (DT, %) _1}

Sei ferner die lineare Abbildung pr, : R" — W durch © — x — (x,v) - v gegeben. (Diese
Abbildung wird auch als die orthogonale Projektion auf W bezeichnet.) Dann sind die
Diagonaleintrige von D gerade die Figenwerte der Abbildung

F:=pr,oAly : W—W, ww pr, (Aw).

Somit ist D bis auf die Reihenfolge der Diagonaleintrdge eindeutig bestimmt. Auflerdem
sind alle Basisvektoren aus By FEigenvektoren von F.

Satz 3.3 kann auch so formuliert werden: Der Schnitt einer zentralen Quadrik mit
einer Hyperebene ergibt (unter gewissen Voraussetzungen) wieder eine zentrale Quadrik.

Beweis. Sei By = (31, o ,gn_l) zunéchst irgendeine Orthonormalbasis von . Dann ist

B := (by,...,b,_1,v) eine Orthonormalbasis von R". Sei B die Matrix mit den Basisvek-
toren von B in den Spalten. Es gilt dann:

Q = QNW
= {z| (Az,z) = 1 A (x,v) = 0}
{Bz | (ABx,Bx) =1 A (Bz,v) = 0}
= {Bx ] <BTABI,QZ> =1A <m, BTU> = 0}

Mit der Darstellung BTAB = (%‘%) mit D € R™ XD argibt sich mit der Vor-

aussetzung (A~1v,v) # 0 mit Lemma 3.2 gerade, dass D symmetrisch und invertierbar
ist. 5 5 .
Betrachte nun Bz € Q. Da BTv = <<bl,v>, . <bn,1,v> (v, U)) = e, der n-te Ein-
heitsvektor ist, kann man aufgrund von (z, BTv) = (z,e,) = 0auch z = (z1,...,2,-1,0)"
schreiben. Definiere 7 := (z1,...,2, 1) € R"™ 1 Somit ist fiir z € Q

(B"ABz,z) =1 < (DZ,I) =1,

n—1 __ ~
auBerdem ist Bx = > x;b;. Somit ldsst sich @) darstellen als

i=1
(0%.3) _1}

{Zx”
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Falls D schon Diagonalgestalt hat, so besitzt @ schon die gewiinschte Gestalt. Andernfalls
kann wie folgt vorgegangen werden: D ist diagonalisierbar, da D symmetrisch ist, d.h. es
gibt ein M € O(n — 1, R) sodass D := MT DM Diagonalgestalt besitzt.

- -
SeinunC’::B~(M ?),dannergibtsichCTAC:<MDM *>:<D *)

0 * * * | *

n—1 .
Andererseits sind die Spalten von C' durch (by,...,b,—1,v) gegeben, mit b; := > m;;b;

fir j =1,...,n —1, dabei sind m,; die Eintrdge der Matrix M. Wenn man nun versteht,
warum die Vektoren (by, ..., b, 1) eine Orthonormalbasis von W bilden, kann man oBdA
die Basis von W so wihlen und somit annehmen, dass D Diagonalgestalt besitzt.

Sei By die Matrix mit den Spalten (by,...,b,—1) und By die Matrix mit den Spalten
(51, . ,gn_l). Es gilt Bw = By - M. Da M invertierbar ist, ergibt sich

kergw = ker Byy = 0 und imEW =im By = W.

Somit ist (by,...,b,_1) eine Basis von W. Die Orhonormalitétsbedingung ergibt sich aus
direkter Rechnung:

(bi,bj) = <nzlmp2 Zl >:§mpimqj<gp>gq>

p,q=1

= E :mpzmqg pq = E :mplmm

p,q=1

Dies sind aber genau die Eintrige von M7 M = 1, somit ergibt sich (b;, b;) = &;;. Somit
kann oBdA angenommen werden, dass die Basis By, so gew#hlt ist, dass die Matrix D
Diagonalgestalt besitzt.

Um nun die Diagonaleintrédge von D als Eigenwerte der Abbildung F' zu verstehen, be-
trachte die Darstellung von F' als (n — 1)-dimensionale quadratische Matrix beziiglich der
Basis Byy:

Zunichst wird Aly : W — R" beziiglich der Basen By, und der Standardbasis des R"™
mit der Matrix A - By, dargestellt.

Als Néchstes betrachte die Basiswechselmatrix auf dem Raum R" von der Standardbasis
zur Basis B = (B,,,v): Diese ist durch (By,v)™! = (Bw,v)T gegeben.

Als néchstes betrachte die Darstellung von pr, : R" — W beziiglich der Basen B und
By : Da die Projektion pr, den Unterraum W auf sich selbst abbildet, und pr,(v) = 0,
ergibt sich die Matrix (1,0).

Insgesamt ergibt sich die Darstellungsmatrix von F' als Produkt dieser drei Matrizen:

(]1,0)( (B:)V)T )(A . Bw) = (Bw)"ABy.

Andererseits gilt per Definition B = (By,v), und somit

(2f) - (2 i - (),

Somit ist D = (By)" ABy, die Darstellungsmatrix von F beziiglich der Basis By, und
die Eigenwerte von F' sind gerade die Eigenwerte von D. Da D in diesem Fall schon
Diagonalgestalt besitzt, sind dies gerade die Diagonaleintriage, und die Basis By, besteht
aus Eigenvektoren von F. O
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Nun bleibt noch die Frage, unter welchen Voraussetzungen der Schnitt einer zentralen
Quadrik mit einer Hyperebene eine (n—1)-achsige Quadrik ergibt. Mit den Bezeichnungen
aus Satz 3.3 geht es also um den Zusammenhang zwischen den Eigenwerten von A und D.
Einen ersten Einblick in diesen Zusammenhang liefert ,,Cauchy’s Interlacing Theorem*,
siehe [4]:

Satz 3.4. Sei A € R™™ eine symmetrische Matriz, und sei A € R®D*0=D qurch

*

*

gegeben. Seien Ay < -+ < A, die Eigenwerte von A, und py < -+ < pi,—y die Eigenwerte
von A (Die Eigenwerte seien entsprechend ihrer geometrischen Vielfachheit mehrfach
angegeben). Dann liegen die p; genau zwischen den A;, d.h.

AL < KA < < Amn a1 < A,
oder anders ausgedriickt,

)\lg/,blg)\l+1fu7’221,,n—1

Korollar 3.5. Gibt es mit den Bezeichnungen von Satz 3.4 einen k-fachen Figenwert )
von A (d.h. der zugehdrige Eigenraum ist von der Dimension k) mit k > 2, so ist \ ein

l-facher Eigenwert von A mitk+1>12>k — 1.

Koénnte man Satz 3.4 mit ,,<“ anstatt ,<* formulieren, so hitte man den Zusammen-
hang, dass der Schnitt einer n-achsigen Quadrik mit einer Hyperebene eine (n—1)-achsige
Quadrik ergibt. Dass dies nicht ohne weiteres moglich ist, zeigt das folgende Beispiel:

T
Beispiel 3.6. Sei D := diag(1,5,7) € R*?, und sei v = (—%,0,\%) . Dann ist
lv| =1 und (D~ 'v,v) = 2 #0.

T
Definiere nun by = (\%,O, \%) und by = (0,1,O)T. Man rechnet leicht nach, dass

{b1,ba,v} eine Orthonormalbasis bilden, somit ist B := (b, by, v) € O(3,R). Es gilt aber

5 0 2v2
BTDB = 0 5 0
22 0 3

Somit beschreibt Q := {x € R* |(Dx,x) = 1} einen 3-achsigen Ellipsoiden. Jedoch ist mit
W = (R-v)" die Quadrik Q == Q NW = {x1by + 2bs|5(x? + 22) = 1} nach Satz 3.3,
somit keine 2-achsige Ellipse, sondern einen Kreis mit Radius \/Lg

Beispiel 3.6 zeigt, dass der Schnitt einer n-achsigen zentralen Quadrik mit einer Hy-
perebene nicht immer eine (n — 1)-achsige Quadrik ergibt. Folgendes Beispiel 3.7 zeigt
zudem, dass der Schnitt einer zentralen Quadrik im R™ mit einer Ebene (n — 1)-achsig
sein kann, auch wenn die urspriingliche Quadrik nicht n-achsig ist:
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T
Beispiel 3.7. Sei D := diag(1,1,11) € R**®, sei v := <0, —\/lg, \%) , dann gilt |v] =1
und (D™, v) = & # 0.
T
Definiere nun by := (1,0, 0 und by ( . %) . Dann bildet {by, by, v} eine Ortho-

NGIRYE
normalbasis, sodass B := (by, by, v) € O(3,R) ist. Weiter folgt
1 00
B'™DB=1| 0 9 4
0 4 3

Sei nun W = (R-v)", und sei Q := {z € R’ |(Dz,z) = 1}. Dann ist Q:=QNW =
{x1b1 + Tobo|z? + 923 = 1} nach Satz 3.5. Dies ist eine 2-achsige Ellipse, und die Quadrik
Q@ st nicht 3-achsig.

Sollte nun der Fall eintreten, dass der Schnitt einer Quadrik im R"™ mit einer Hy-
perebene eine (n — 1)-achsige Quadrik ist, so zeigt der folgende Satz 3.8, dass die neue
Quadrik glatt mit der Hyperebene variiert.

Satz 3.8. Sei A € R™" ecine symmetrische, invertierbare Matriz. Fiir jedes v € S™*
sei W, := (R-v)*, und sei pr, : R" — W, gegeben durch x — x — (z,v) - v. Sei zudem
F, :=pr, o Alw, : W, — W,. Sei zusditzlich vorausgesetzt, dass ein vg € S™ ! emistiert,
sodass F,, genau (n — 1) verschiedene Figenwerte besitzt.

Dann gibt es eine offene Umgebung U C S™ 1 von vy, sodass fiir jedes v € U gilt, dass F,
genau (n—1) verschiedene Eigenwerte besitzt, und diese Eigenwerte glatt mit v variieren.

Beweis. Es soll der Satz 1.1 verwendet werden, vorher muss noch gezeigt werden, dass in
einer Umgebung von vy die Basis des jeweiligen orthogonalen komplements W, in glatter
Abhéngigkeit von v gewéhlt werden kann:

Erweitere den Vektor vy mit passenden Vektoren zu einer Basis (by, ..., b, 1,79) des R".
Nun existiert eine Umgebung U; € R" von vy, sodass die Vektoren (b1, ...,b,_1,v) fir
jedes v € U eine Basis des R" bilden. Dies sieht man z.B. so: Sei n ein Normalenvektor
des von by,...,b, 1 aufgespannten linearen Unterraumes, und sei f : R" — R gegeben
durch z — (z,n). Dann ist f(z) = 0 dquivalent zu z € span{b;,...,b,_1}. Da f stetig ist
und f(vg) # 0, besitzt Uy := f~(R\{0}) die gewiinschte Eigenschaft.

Nun wende fiir jedes v € U; das Gram-Schmidtsche Orthonormierungsverfahren der Reihe
nach auf die Vektoren b; bis b,_; an. Eine Betrachtung des Verfahrens® zeigt, dass die
so erhaltene Orthonormalbasis C, = (¢;(v),...,c,—1(v)) von W, glatt von v abhéngt.
Definiere die Matrix C, := (¢1(v), ..., c,_1(v)) € R™*7D,

Wende nun wie folgt Satz 1.1 an: Betrachte die Abbildung

G:U; x R— R mit (v,\) — det((C,)"AC, — A+ 1).

Offensichtlich ist G glatt, da die Matrix C, glatt von v abhéngt, und die Abbildung
det : R®=D*(=1) 4 R glatt ist. Aus dem Beweis zum Satz 3.3 ist auferdem bekannt,
dass die Matrix (C,)T AC, die Darstellungsmatrix der Abbildung F, beziiglich der Basis
C, ist. Somit ist G(v, ) gerade das charakteristische Polynom von F,. Fir v € U ist
somit A € R genau dann Eigenwert von F,, wenn G(v,\) = 0.

3siehe z.B. [1], Kapitel 7.2, Satz 5
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Hat F,, nun genau (n—1) Eigenwerte, so ist jeder dieser Eigenwerte \; fir i =1,...,n—1

d
eine einfache Nullstelle des Polynoms G(vy, ), weshalb 7\ G(vg, A) # 0 ist. Somit
A=)
ist die Voraussetzung von Satz 1.1 erfiillt, und man findet fiir jedes \; eine Umgebung

V; C U; von vy, sodass eine glatte Abbildung h; : V; — R, v — h;(v) existiert, sodass
hi(v) Eigenwert von F), ist, und h;(vg) = ;.

Setzt man nun Uy := Vi N ---NV,_q, so lasst sich eine glatte Abbildung H : Uy — R™ !
mit H = (hy,...,h,_1) definieren.

Nun muss noch gewéhrleistet werden, dass H(v) paarweise verschiedene Eintréige besitzt.
Da dies fiir H(vg) = (A1, ..., A\y_1) erfiillt ist, ldsst sich eine Umgebung Us € R™™* von
H (vp) finden, wo die Vektoren paarweise verschiedene Eintrage besitzen. Setzt man nun
U := HY(U3) N S"!, sind die geforderten Eigenschaften erfiillt. O
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4 Polare Dualitat

Um sich der Aussage iiber das Billard im Inneren eines n-achsigen Ellipsoiden zu néhern,
wird als néchstes ein Theorem formuliert, das besagt, dass es zu einer gegebenen konfoka-
len Quadrikenschar im R", welche gewisse Voraussetzungen erfiillt, zu fast jeder Geraden
n — 1 verschiedene Quadriken der Schar gibt, die tangential an der Geraden liegen.

Fiir den Beweis hiervon nach [6] ist es notwendig, das Konzept der polaren Dualitéit zu
verwenden. Dieses Konzept basiert auf der Dualitdt von Punkten und Hyperebenen.

Definition und Satz 4.1 (Dualitét von Punkten und Ebenen). Sei V' ein n-dimensionaler
R- Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Fir p € V sei die zu p duale Hyperebene H,, ge-
geben durch

H, ={zeV|(pz)=1}

Die Abbildung
D =Dy :V\{0} —{H | HCV ist eine affine Hyperebene mit 0 ¢ H}, p+— H,

1st wohldefiniert und bijektiv, und wird als Dualitdt zwischen Punkten und Hyperebenen
in V' bezeichnet. Die Umkehrabbildung ist durch

DY H=s4+Uw—ny

gegeben, dabei ist U ein n—1-dimensionaler linearer Unterraum, und ny ist der eindeutige
Normalenvektor von U, der (h,ny) =1 fir jedes h € H erfiullt. Auflerdem gilt:

{ oy tker((p,+)) fallsp #0

H, = .
0 fallsp =10

P

Beweis. Zur Wohldefiniertheit von D: Zeige, dass 0 ¢ H,, fiir p # 0.
Fir x,p € V,p # 0 gilt:

reH, < (p,r)=1 << 0:<p,x—L> — xEL—l—ker((p,-)),

(p,p) (p,p)

somit ist [, = 72 + ker((p, -)) eine Hyperebene mit 0 ¢ H,.
Zur Injektivitét: Seien p, ¢ € V\{0} mit H, = H,. Somit ist fiir alle x € V' die Bedingung
(p,z) =1 <= (q,z) = 1 erfiillt. Hieraus folgt aber, dass die linearen Abbildungen (p, -)

und (g, -) iibereinstimmen: Sei namlich x € V. Falls (p, ) # 0, so folgt

1:M:<p,ﬁ> = 1=<q, - >= o) _, {p,z) = {q,z).

(p, =) (p, )

Aus (g, z) # 0 folgt mit einer analogen Rechnung, dass (p,z) = (¢,z) # 0. Somit gilt
nach Kontraposition: (p,z) =0 = (¢, x) = 0.

Nun bedeutet dies insbesondere, dass p; = (p,e;) = {(q,e;) = ¢; fir i = 1,...,n, d.h.
p=q.

Zur Surjektivitdt: Sei H eine Hyperebene mit 0 ¢ H. Dann ldsst sich H als s + U
darstellen, wobei U ein (n — 1)-dimensionaler linearer Unterraum mit s ¢ U ist. Somit ist
die Zerlegung V = (R -s) @ U moglich. Sei nun n ein Normalenvektor von U. Aus s ¢ U
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folgt, dass (s,n) # 0. Setze daher p := n/(s,n), dann folgt (s,p) = 1. Sei nun = € V,
dann ist x = « - s + u fiir passendes u € U und o € R. Wegen (p, u) = 0 folgt

r€H, < (p,x)=1 < 1= (p,x) =ap,s)+({p,u) =a <= z=s+uc s+U = H.

Somit ist H = H,,.

Somit ist die Bijektivitdt gezeigt.

Im Beweis der Surjektivitdt sieht man, dass ny := p ein Normalenvektor von H ist,
der (s +wu,ny) = 1 fiir jedes s + u € H erfiillt. Die Eindeutigkeit von ny folgt aus der
Tatsache, dass D bijektiv ist.

Die Tatsache Hy = () ist offensichtlich, da (0,z) =0 # 1 fiir alle z € V. O

Definition 4.2. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. M C V' heifst sternformige
Hyperfliche, falls M eine Hyperfiliche ist, welche die Bedingung x ¢ T, M fir alle x € M
erfillt.

Bemerkung. Sternfirmige Hyperflichen enthalten den Nullvektor nicht.

Fiir sternformige Hyperflachen lésst sich nun das Konzept der polaren Dualitét defi-
nieren.

Definition 4.3. Set M C V' eine sternformige Hyperfliche. Eine Menge M* heifst polar
duale Menge zu M, falls gilt:

peE M <— x+T,M =D(p) fir einx e M.

Die Abbildung § = 6y : M — M*,x + D~z + T, M) sei als Dualitéitsabbildung von
M bezeichnet.

Bemerkung. Fir eine sternformige Hyperfliiche M C V' ist die polar duale Menge M*
eindeutig definiert, denn M* = D '({z +T,M |z € M}) = §(M). Auferdem ist die
Dualitdtsabbildung surjektiv.

Bemerkung. Fiir eine sternformige Hyperfliche M C V sei die polar duale Menge M*
eine Mannigfaltigkeit. Dann ist die Abbildung § : M — M™ glatt.

Falls ¢ zusétzlich ein lokaler Diffeomorphismus ist, so ldsst sich (M*)* = M beweisen,
was die Bezeichnung ,polar duale Menge* erkléart.

Satz 4.4. Ser M C V eine sternformige Hyperfliche, sodass auch M* sternformige Hy-
perfliche ist. Sei aufferdem die Dualititsabbildung 6 = oy ein lokaler Diffeomorphismus.
Dann gilt: (M*)* = M.

Beweis. Sei x € M und p := 6(x), d.h. x+ T, M ist dual zu p, insbesondere ist (p, z) = 1.
Zu zeigen ist, dass p+ T, M* dual zu z ist. Da (p, x) = 1 bekannt ist, reicht es zu zeigen,
dass (v,z) = 0 fiir jedes v € T,M*.

Da ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist und M* eine Hyperflache, wihle eine M-offene Um-
gebung U C M von z, eine M*-offene Umgebung Up C M* von p und eine offene Menge
Q C R™! und einen Diffeomorphismus ¢ : Q — Up, sodass die Dualitéitsabbildung mit
eingeschranktem Definitions- und Bildbereich dy : U — Up ein Diffeomorphismus ist.
Definiere q := ¢~!(p) (siche Abb. 4).
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Q g Rn—l
Abbildung 4: Dualitdtsabbildung in einer Umgebung von x

Sei nun v € T,M*, zu zeigen ist, dass (v,x) = 0. Da T,M* = im D¢(q), gibt es ein
w € R sodass v = D¢(q)w. Nun gilt fiir geniigend kleines 1 > 0, dass Ve € (—n,n) :
q+cw € (). Da ¢ glatt und somit insbesondere differenzierbar ist, folgt:

¢(g+ew) = ¢(q) + De(q)(ew) + of|ew])
= p+ev+o(e).

Dabei ist ,,0“ das Landau-Symbol*. Da 551 differenzierbar ist, folgt somit

0y (plg +ew)) = o5 (p+ev+o(e))
= -+ Déljl(p) (ev+o0(g)) + o|ev + o(e)])
= x+e Dy (p)(v) + Diy; ' (p)(0(e)) + oflev + o(e)])

J/

=o(¢)

= x+eu+o(e).
Dabei ist u € T, M. Nun folgt aufgrund der Dualitét

(d(g +ew), o5 (g +cw))) = 1
= (pF+ev+tole),r+ecu+o(e)) =1
= (p,2) +e((v,2) + (p,u)) =1+ o(e).
Da x + T, M dual zu p ist, folgt (p,u) =0, da v € T, M. Auerdem ist (p,z) = 1, somit

folgt
e(v, ) = o(e).

Dies kann nur fiir (v, z) = 0 erfiillt sein. O

Folgender Satz beschreibt die polar dualen Mengen zentraler Quadriken.

Satz 4.5. Sein € N, sei A € R™" symmetrisch und invertierbar. Dann ist Q) =
{z € R" | (x, Ax) = 1} eine sternformige Hyperfliche, und Q* = {x € R" | (z, A™'z) = 1}
ist polar dual zu Q). Auferdem ist die Dualitdtsabbildung durch §(x) = Ax gegeben. Diese
Abbildung ist bijektiv.

4Siche z.B. [3], Ende von Kapitel 12
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Beweis. Nach Satz 2.5 und 2.9 ist ) eine Hyperflache. Sei x € ). Dann ist T,QQ =
ker((V, (2T Az),-)) = ker({Az,-)) nach Korollar 1.8. AuBerdem ist (Az,z) = 1. Somit
folgt = ¢ T,Q fiir alle x € @, d.h. @Q ist eine sternférmige Hyperfliche. Mit p := Ax gilt
dann (p, z) = 1 und somit H, = = + ker((Az,-)) = v + T,Q. Es folgt dg(z) = Ax fur alle
x € Q. Diese Abbildung ist injektiv, und per Definition surjektiv. Auflerdem gilt

Q"' =06Q)={Az|zeQ}={z|AT2ecQ}={z|1=(A""2,A(47"2)) = (A "2, z)}.
Somit besitzt Q* die gewiinschte Gestalt. m

Korollar 4.6. Fir eine Quadrik Q :== {z € R" | (z, Ax) = 1} mit symmetrischer, inver-
tierbarer Matriz A gilt: (Q*)* = Q.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 4.4 und Satz 4.5. n

Bevor das Theorem 2 formuliert und bewiesen werden kann, werden noch einige Lem-
mata benotigt.

Lemma 4.7. Sei A € R™™" symmetrisch und invertierbar. Sei Q) := {x € R" | (Az,z) = 1}.
Sei v € R"\{0} sodass (Av,v) # 0. Sei W := (R-v)". Sei

P :={y € W | Die Gerade y + Ruv liegt tangential an Q}.

Dann ist P eine Hyperfliche beziiglich des Unterraums W'.

Beweis. Sei y € W. Dann ist y € P genau dann, wenn die quadratische Gleichung
(A(y +tv),y +tv) — 1 = 0 in ¢ eine doppelte Nullstelle besitzt. Dies ist genau der Fall,
wenn die Diskriminante gleich Null ist, was dquivalent zu

(Ay,v)" = (Av,0)((Ay,y) = 1) = 0
ist. Stelle nun P als Urbild eines reguliren Wertes dar: Sei F' : R" — R? gegeben durch

J s ( (Ay,v)* — (Av,v)({Ay,y) — 1) ) _ ( Fy(y) )
{y, v) Fy(y)
Dann ist offensichtlich P = F~!(0). Es bleibt zu zeigen, dass 0 € R? ein regulirer Wert
von Fist. Sei also y € P. Es gilt: DF(y) = ( g?;gg; ) Eine direkte Rechnung ergibt
VFy(y) = v, und fiir w € R" ergibt sich

(VE (), w) = &

o Fi(y + tw) = (w,2A((Ay,v) - v — (Av,v) - y)).

t=0

Somit ergibt sich durch sukzessives Einsetzen von w = e; fiir « = 1,...,n in die obige
Gleichung, dass
VFi(y) = 24({(Ay,v) - v — (Av,v) - y).

Nun sind y und v linear unabhéngig, da y € P C W. Deshalb ist VFi(y) # 0, denn wére
VFi(y) =0, so wiirde aufgrund der Invertierbarkeit von A folgen

VE(y) =0 = (Ay,v) -v— (Av,v) -y =0 = (Ay,v) = (Av,v) = 0.
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Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung (Av,v) # 0. Daher ist VFy(y) # 0.
Nun ist 0 genau dann ein reguldrer Wert von F', wenn VFi(y) und VF5(y) linear un-
abhéngig sind.
Angenommen, sie wéren linear abhéngig. Wegen VF}(y) # 0 und V Fy(y) = v folgt dann,
dass VFi(y) = Mo fiir ein A # 0. Es ergibt sich

A < VFi(y)

300 = (TR0 — (aitay,0) o (o) .

= <Ay,’U> ’ <AU?U> - <AU7U> ’ <Ay,U> = 0.
Wegen v # 0 ergibt dies A = 0, was ein Widerspruch zur Annahme darstellt.
Somit ist 0 ein reguliarer Wert von F', d.h. P ist eine (n—2)-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Da P C W und W ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum ist, folgt die Aussage. O
Lemma 4.8. Sei {Qx},op mit U := R\{—ay,...,—a,} eine konfokale Quadrikenschar
zu den Parametern ay,...,a, > 0, und sei v € R", o] = 1. Sei W := (R-v)". Sei

D := diag(as,...,a,). Sei U := {)\ € U‘<(D—i— )\]l)_lv,v> => a:/\ + O} C U. Dann
i=1

2
A

x(n—1

gibt es eine invertierbare Diagonalmatrix D e R™ D ) und eine Orthonormalbasis

By = (by,...,b,_1) von W, sodass fiir alle A € U gilt:

o = {§ (b at)ee) <1}

Sei nun pr, : R"— W,z — x — (x,v) - v die orthogonale Projektion auf W. Definiere
femef die lineare Abbildung F, := pr,o D|y : W — W. Dann sind die Diagoanleintrige

von D gerade die Figenwerte von F,, und die Basis By, besteht aus Figenvektoren von
F,.

Beweis. Beachte zunéchst die Tatsache, dass Q5 = {z € R" | (D + A\l)x,z) = 1} ist,
dies folgt direkt aus Satz 4.5. Betrachte nun den Fall A = 0:

Da aj,...,a, > 0 und v # 0 folgt (D~ 1w, v) = > Z—Q # 0, und somit 0 € U. Nach Satz
i=1

3.3 folgt sofort die Existenz einer invertierbaren Diagonalmatrix D e R Dx(-1) sodass

Q5N W die geforderte Gestalt besitzt, und auch die geforderten Zusammenhénge von D
und By zur Abbildung F,. N
Ebenso folgt fiir jedes A € U mit demselben Satz 3.3 die Existenz einer Matrix D,

n—1
sodass Q3 NW = { > xb
i=1

Dy=D+ 1 gewahlt werden kann. B
Betrachte den Beweis dieses Satzes 3.3: Die einzige Forderung an die Matrix D) ist, dass

<l~),\x, a:> = 1}. Es muss daher nur noch gezeigt werden, dass

sie Diagonalgestalt besitzt, und dass ( 2’\ i ) dhnlich zur Matrix (D + A1) ist.

Im Fall A = 0 gilt also CTDC = ( l*) I ) fiir ein C' € O(n,R). Somit folgt fiir jedes
A € R, dass
CT(D + M)C = CTDC + A1 = (%) A= ( D+ |+ )
x| * * *
Somit kann wie gewiinscht 5,\ =D+ )1 gewahlt werden. O
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Abbildung 5: Dualitét der Projektion und des Schnittes. Quelle: [6, Kapitel 4]

Theorem 2. Sei {Qx},oy mit U := R\{—ay,...,—ay,} eine konfokale Quadrikenschar
zu den positiven Parametern ay,...,a,. Sei D := diag(as,...,a,). Sei auferdem die
Menge 2 C R™\{0} x S"1 wie folgt definiert:

Fir v e S definiere W := (R-v)" und pr, : R" — W,z — x — (z,0) - v (die or-
thogonale Projektion auf W ). Definiere weiter F, := pr, o D]y : W — W. Dann gelte
(s,v) € Q genau dann, wenn F, genau (n — 1) verschiedene Eigenwerte besitzt, und fir
jeden Eigenvektor b von F, die Bedingung (pr,(s),b) # 0 erfillt ist.

Dann gilt fir jede Gerade g := s+ R-v mit (s,v) € Q: Sind my,...,m,_1 die Ei-
genwerte von F,, so gibt eindeutige, voneinander verschiedene Werte Ay, ..., \p_1 €
R\{—m1,...,—m,_1}, welche glatt mit (s,v) € Q wvariieren, sodass gilt: Falls \; € U,
so liegt g tangential an Qy, firi =1,...,n — 1. Sind dann \;, \; € U mit ¢ # j, so gilt
fiir die Beriihrpunkte x; € Qx, Ng und x; € Qx;, Ng der Geraden g an den Quadriken
Q)\w Q)xj die Bedmgung szQ)\l 1 Ta:jQ)\j-

Es gilt auperdem ((D + N1, v) #£0 firi=1,....,n—1.

Bemerkung. Die eben definierte Menge @ C R™\{0} x S™~! ist offen (beziiglich der
Teilraumtopologie von R™\{0} x S"7!).

Beweis. Fiir A € U sei Ay := (D4 A1)~", dann ist Qy = {z | (Az,z) = 1}.

Wiihle ein festes (s,v) € Q und A € U. Sei W := (R -v)", und sei pr, wie oben definiert.
Sei O\ :={z € Q) | v e T,Q,} C Q) die Menge der kritischen Punkte der Projektion pr,.
Sei Py := pr,(Cy) C W. Sei 0, := dg, die Dualitétsabbildung von Q. Sei D, := 6,(C))
(siche Abb. 5).

Es gilt Dy = Q3N W fiir alle A € U, denn:

pGD,\:(Sl(C’)\)
<~ p=dx) Az eQ\NveTQ,
— p=§(@)ApeQyN0=(v,Axz) = (v,6(x)) = (v,p)
— peyApeW.

Definiere nun U := {\ € U|(Ayv,v) # 0}.

Schritt 1: Beweise fiir A € U , dass Py eine sternférmige Hyperflache beziiglich W ist:
Sei A € U. Zeige zunéchst, dass C als Urbild eines reguldren Wertes eine Mannigfaltig-
keit ist: Sei z € Q. Da §;(x) = Az Normalenvektor von T,Q), ist, gilt: x € C), <=
0 = (Ayz,v) = (A\v, z). Definiere f: Qy — R,z — (Ayv, ), dann ist also Cy = f~1(0).
Nun muss noch gezeigt werden, dass 0 ein reguldrer Wert von f ist, dann folgt nach Satz
1.10, dass C), eine Mannigfaltigkeit ist.

23



Betrachte also fiir x € C) die Ableitung Df(x) : T,Qx — R,p — (Ayv,p). Die Abbil-
dung ist linear, somit genau dann surjektiv, wenn im D f(x) # 0. Es gilt aber v € T,Q,,
da = € C, ist, und Df(z)(v) = (Ayv,v) # 0, denn A € U. Somit ist 0 ein reguliirer
Wert und C, eine (n — 2)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Ferner gilt fiir z € C) fiir den
Tangentialraum 7,,C\ = ker D f(z), und somit v ¢ T,C,.

Nun ist Py = pr,(C\) = {y € W | Die Gerade y + Rv liegt tangential an @)} nach Kon-
struktion, somit folgt mit Lemma 4.7, dass P\ eine (n — 2)-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von W ist.

Betrachte nun die Abbildung 7 : Cy — Py, — pr,(x). Diese Abbildung ist ein lokaler
Diffeomorphismus: 7 ist glatt, da ihre Fortsetzung pr, linear ist. Aulerdem gilt fiir z € C),
dass Dn(z) : T,C) — Tr(z) Py ein Isomorphismus ist: Da dim T,C) = dim Ty () Py = n—2
ist, reicht es zu zeigen, dass ker Dm(x) = 0 ist. Sei also w € ker Dn(x) C T,C). Es gilt:

0 = Dr(x)(w) = Dpr,(z)(w) = pr,(w) =w — (w,v) - v = w = (w,v) - .

Da aber v ¢ T,C), muss w = 0 sein. Somit ist Dr(z) ein Isomorphismus, und nach Satz
1.11 gilt: 7 ist ein lokaler Diffeomorphismus.

Zeige nun, dass Py sternférmig ist, bestimme dazu zunéchst die Tangentialrdume von Py:
Fir z € Py sel y € C mit 7(y) = z. Dann ist T, Py = T,Q\ N W. Dies sieht man so: Sei
p € T, Py. Es gilt:

p E€T,P= Dw(y)(TyO/\) = prv(TyOA)
—  3Jgq € T,C, C T,Q, sodass pr,(q) = ¢ — (q,v)v = p.

Da y € C), ist v € T,y nach Definition von C). Somit ist p = ¢ — (g, v)v € T,Q..
Auflerdem ist offensichtlich T, Py C W, denn P, ist eine Untermannigfaltigkeit von WW.
Somit folgt insgesamt T, P\ C T,,(Q,NW. Die Gleichheit folgt nun aus Dimensionsgriinden:
Dav e T,Q, und W = (R )+, ist T,Qx UW = R", und somit

dm7T,QxNW = dim7,Qy +dim W — dim R"
= n—-1)+Mn—-1)—n=n—-2=dim7,P,.

Somit folgt Gleichheit. Hieraus folgt auch direkt T,Q\ = T, P\ & (R -v).
Zu zeigen ist nun, dass x ¢ T,P\. Da v € T,Q,, gilt: Wire nun x € T, P\, C T,Q,, so
wire auch y = pr,(y) + (y,v)v = = + (y,v)v € T,Q,. Dies wire aber ein Widerspruch,
da @, sternférmig ist. Somit ist P sternférmig.
Schritt 2: Zeige fiir A € U, dass Dy polar dual zu Py beziiglich des Unterraums W ist:
Sei A € U. Definiere 05 := dp,, die Dualitatsabbildung von Py beziiglich W. Zeige nun,
dass da(m(x)) = d1(x) fiir alle z € Cy: Wihle ein festes © € C), und setze z := §;(x).
Dann ist z der eindeutige Normalenvektor von T,Q, mit (z,z) = 1. Zu zeigen ist, dass
z € W, dass z Normalenvektor von T, Py ist, und dass (z,7(x)) = 1, dann gilt némlich
z = da(m(x)).
Da z € C), ist v € T,Q,, somit ist (z,v) = 0, d.h. z € W. AuBerdem wurde bei der
Berechnung der Tangentialrdume von Py gezeigt, dass Ty ) Py = T,Q\NW C T,Q),, somit
folgt direkt, dass z Normalenvektor dieses Unterraums ist. Weiter gilt: m(x) = . — (z, v)v,
somit ist (z,w(x)) = (z,x) — (x,v) (z,v) = (z,2) = 1.

——

=0
Somit ist da(7(x)) = 6;(x) fiir alle x € C) gezeigt, und es folgt
Py = 05(Py) = 02 0 pr,(Cy) = d2 o m(Cy) = 61(Ch) = Di.
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Auflerdem ist nach Lemma 1.4 die Dualitédtsabbildung 6, = dp, ein lokaler Diffeomorphis-
mus, denn §; und 7 sind lokale Diffeomorphismen. Es gilt daher auch Py = (P5)* = D,™.
Schritt 3: Bestimme Ay,..., A\,—1 € R\{—m1,..., —m,_1}, welche die geforderten Eigen-
schaften erfiillen.

Sei A € U. Oben wurde D), = Q5 N W gezeigt. Nach Lemma 4.8 gibt es daher ei-
ne geeignete Orthonormalbasis By = (by,...,b,_1) von W und eine Diagonalmatrix
M := diag(my, ..., m,_1) € ROD*=1 godass

D, = {nz::mbz € W‘((M+/\]l):r,x) = 1},

dabei sind my, ..., m,_1, die Eigenwerte von F,, und die Basisvektoren by,...,b,_1 die
zugehorigen Eigenvektoren. Wegen (s,v) € Q gilt zudem, dass die Werte myq, ..., m,_;
paarweise verschieden sind. Nach Satz 4.5 folgt auflerdem

n—1
PA—D/\—{be e W[{(M + A1)~ a:x>—1}

i=1

fiir alle A\ € U NR\{—my, ..., —my_1}. Somit beschreibt {Pr}rciinr\{—m1
konfokale Quadrikenschar in W.
Sei nun sy, = pr,(s) die Projektion des Stiitzvektors der Geraden g. Nach Konstruk-

tion ist g = pr,  (spr). Sei spr = Z y;b; die Darstellung beziiglich der Orthonormal-

basis By . Somit ist y; = (Spr, bi) 7é O nach Voraussetzung, d.h. y := (y1,...,yn_1)" €
(R\{0})""'. Nach Theorem 1 existieren nun genau (n — 1) verschiedene Werte \; €
R\{—m1,...,—m,_1}, sodass s, € Py, fiiri = 1,...,n — 1. AuBerdem gilt T, P, L
TSpYPAj'

Betrachte nun ein \;. Falls \; € (7, gilt: Py, = pr,(C)), d.h. es gibt ein x; € C), so-
dass pr,(z;) = m(x;) = Sp. Somit liegt ¢ im Punkt z; tangential an @), und es gilt:
T.,Qx = Ts,, Py, @ (R-v). Somit folgt aus Ti, Py, L T, Py, die geforderte Eigenschaft
Ty, Q@ L T:,Q,

Der Fall \; € U \(7 kann nun nicht eintreten, dies sieht man wie folgt: Sei A € U \[7 )
Per Definition der Matrix M gibt es ein S € O(n,R) sodass STDS = (%‘%), und

v =S "-e,, d.h. v entspricht der letzten Spalte von S. (Siehe hierzu den Beweis von Satz
4.8 und Satz 3.3). Es gilt nun

(Ayv,v) = (A,\Se,, Se,) = <STA,\Sen,en> = <S*1AASen,en>
— (STHD+ M) Sene) = ((STHD +A)S) ensen)
= ((8"DS+ 1) enren).

Wegen A ¢ U ist 0 = (Ayv,v) = <(STDS + /\]l)_lemen>. Da

STDS+>\]1:(M+/\]1 *)
% )

*
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ist dies nach Satz 3.1 dquivalent dazu, dass (M + A1) = diag(mi+ A, ..., m,_1 + A) nicht
invertierbar ist. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn A € {—my, ..., —m,_1} ist. Es gilt
aber \; € R\{—my,...,—m,_1}, somit muss

(D + )\i]l)_lv,v> = (Ay,v,v) #0

sein. Es gilt daher \; e U = \; € U fiir i = 1,....,n—1.

Der Fall \; ¢ U ist auch moglich, siehe Beispiel 4.9.

Nun zur glatten Abhéngigkeit der Werte Ay, ..., \,_1: Zunéchst folgt aus Satz 3.8, dass
die Eigenwerte von F),, welche die Diagonaleintrdge von M sind, glatt von v abhéngen.
AuBerdem héngt s,, = pr,(s) glatt von s ab, da pr, eine lineare Abbildung ist. Nach
Theorem 1 héngen die Werte Ay, ..., \,—; glatt von s,, und den Diagonaleintrédgen von
M ab. Somit variieren diese letztlich glatt mit (s,v) € . O

Das folgende Beispiel zeigt, dass in der Situation und mit den Bezeichnungen von
Theorem 2 der Fall \; ¢ U eintreten kann.

Beispiel 4.9. Sei {Q,} die konfokale Quadrikenschar im R® zu den Parametern 2,1, 11,
T T
und sei s = (\%,O, \/5) und v = (O,—\%,\%) . Dann ist (s,v) € Q, denn |v| = 1,

) 757 75
Orthonormalbasis von W := (R-v)", und mit B := (b, by,v) € O(3,R) gilt:

T
und sei D := diag(2,1,11), by := (O L 2 ) und by = (1,0,0)T, dann ist {by, by} eine

BTDB =

~ O ©

0
2
0

W O =

Somit hat nach Satz 3.3 die Abbildung F, := pr, o D|w die Figenwerte my = 9 und

my = 2, d.h. zwei verschiedene Figenwerte, und es gilt: pr,(s) = 2by + \/Libg. Da by und

by jeweils die Figenrdume von F, erzeugen, ist die Bedingung (pr,(s),b) # 0 fir jeden
Eigenvektor b erfiillt.

Bestimme nun analog zum Beweis von Theorem 2 die eindeutigen Werte A1, Ao € R\{—2, —9}.
Dapr,(s) = 2b1+\/i§b2, sind gerade diejenigen Werte von X gesucht, welche die Gleichung

1 2
v (&)
9+ N 24N

erfillen. Dies ist fir \y = —1 und Ay = —5, 5 erfillt. Nun ist aber \y ¢ U = R\{—1, -2, —11}.
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5 Geoditen auf einem Ellipsoiden

Im Folgenden wird der Begriff einer Geodéte definiert. Mithilfe des Theorems 2 kann
dann das néchste Theorem formuliert werden, was sich auf die Tangenten von Geodéten
eines Ellipsoiden bezieht.

Die folgenden Definitionen sind aus [5, Kapitel 2] entnommen.

Definition 5.1. Sei M C R" eine Mannigfaltigkeit, sei I C R ein offenes Intervall,
und v : I — M eine glatte Kurve. Ein Vektorfeld entlang von v (beziglich M ) ist eine
glatte Abbildung X : I — R" sodass X (t) € TyyM fir alle t € I gilt. Die Menge aller
Vektorfelder entlang von vy wird mit Vect(y) bezeichnet.

Ein spezielles Vektorfeld entlang einer Kurve v : I — M ist durch ihre Ableitung
gegeben, d.h. 4(t) € Vect(y). Dieses wird bei der Definition der Geodéten wichtig.

Definition und Satz 5.2. Sei M C R" eine Mannigfaltigkeit. Dann ezistiert eine ein-
deutig definierte, glatte Abbildung 11 : M — R™" sodass fiir jedes p € M die Matriz
II(p) symmetrisch ist und die orthogonale Projektion von R" auf T,M beschreibt, d.h.
I(p) = I(p)”, und fiir jedes v € T,M,w € (T,M)" gilt: TI(p) - (v + w) = v.

Beweis. Siehe Abschnitt 2.2.1 von [5]. O
Definition 5.3 (Kovariante Ableitung). Die kovariante Ableitung V., : Vect(y) — Vect(7)
ist durch

V.X(1) = T((0)X'(1) € Ty M
gegeben.

Definition 5.4 (Geodite). Sei M C R" eine Mannigfaltigkeit, sei I C R ein nichtleeres,
offenes Intervall, und v : [ — M eine glatte Kurve. Dann wird v als Geoddte bezeichnet,
falls V. 4(t) =0 fir alle t € 1.

Aus der Bedingung V., = 0 fiir Geodéten ergibt sich eine Aussage iiber dessen zweite
Ableitung:

Korollar 5.5. Sei v : [ — M eine Geodite auf einer Mannigfaltigkeit M. Dann gilt
. L
() € (TywM) ™
Beweis. Aus V., 4(t) = II(y(t))5(t) = 0 folgt, dass 5(t) L Ty M, denn II(~y(t)) ist die

orthogonale Projektion auf diesen Tangentialraum. O

Der folgende Satz besagt, dass es zu jedem Anfangspunkt und jeder Anfangsrichtung
auf einer Mannigfaltigkeit eine eindeutige Geodéte gibt.

Satz 5.6 (Existenz und Eindeutigkeit von Geodéten). Sei M C R" eine Mannigfaltigkeit,
wdhle einp € M undv € T,M. Dann existiert eine eindeutige Geoddte v : I — M sodass
7(0) = p und 4(0) = v, und das offene Intervall I C R mazximal ist, d.h. fiir jede andere
Geodiite 5 : T —s M mit 3(0) = p,7(0) = v gilt: I C I und 3(t) = v(t) fiir alle t € 1.

Beweis. Siehe [5], Korollar 2.22. O
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Geodéten sind Kurven auf einer Mannigfaltigkeit, die lokal den Abstand minimie-
ren. Dieser Sachverhalt wird auch in [5, Kapitel 2] formuliert, hierzu wird zunéchst der
Begriff des Abstandes auf einer Mannigfaltigkeit eingefiihrt: Diese wird fiir zwei Punk-
te auf der Mannigfaltigkeit als die kiirzeste Lange definiert, welche eine Kurve auf der
Mannigfaltigkeit hat, die diese beiden Punkte verbindet.

Definition 5.7 (Lange einer Kurve). Sei N C R", sei I C R ein abgeschlossenes Inter-
vall. Fir eine glatte Kurve v : I — N bezeichne mit

- / ()t

Definition und Satz 5.8 (Intrinsische Metrik auf einer Mannigfaltigkeit). Sei M C R"
eine Mannigfaltigkeit. Fiir p,q € M sei

Qpq:={v:10,1] — M|y ist glatt, und v(0) = p,v(1) = ¢} # 0.
Definiere folgenden Abstand auf M :

die Linge der Kurve 7.

d: M x M —[0;00),(p,q) — inf L(7).

Y€€ g
Dann ist d eine Metrik auf M.
Beweis. Siehe [5], Lemma 2.4. O

Satz 5.9. Sei v : I — M eine Geodite auf einer Mannigfaltigkeit M C R"™. Dann gibt
es zu jedem t € I ein € > 0 sodass fir alle ty,ty € (t —e;t +€) gilt:

L(Vtr221) = d(v(t2),7(L2))-

Fiir den Beweis des néchsten Theorems wird noch ein Lemma bendétigt.
Lemma 5.10. Seien I, J C R offene Intervalle, und sei f : I — R stetig differenzierbar.
Sei x € J, und es gelte f'(t) = 0 fir alle t € f~'(J\{z}). Dann gilt schon f'(t) =0 fiir
allet € f~4(J).
Beweis. Sei t € f~'(x), zu zeigen ist f'(t) = 0. Angenommen, 7 := f'(t) # 0, sei 0BdA

n > 0. Da f und f’ stetig sind, existiert ein § > 0 sodass I := (t —0,t+9d) C I, und fiir

alle s € I gilt: f(s) € J und f'(s) € (2,2). Definiere nun ¢ := $. Dann ist [t,t +¢] C I,
und es gilt:

t+e t+e

flt+¢e) = /f dt—x+/f

= x+e- g<f(t+6)<x+6

= f(t+¢e) #u.

31

Wegen t+¢ € I folgt aber auch f(t+¢) € J\{z} und f'(t+¢) € (4,21, also insbesondere

f'(t+¢) # 0. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Daher muss f'(t) = 0 sein. O
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Nun kann das néchste Theorem formuliert werden: Fiir eine konfokale Quadrikenschar
{Q,} wird die Aussage des Theorems 2 auf die Tangenten der Geoditen auf dem Ellip-
soiden E := () bezogen, und dort gezeigt, dass die Werte A\, ..., \,_o, die das Theorem
2 liefert, sich entlang der Geodéten nicht d&ndern.

Theorem 3. Sei {Qx},oy mit U := R\{—ay,...,—ay,} eine konfokale Quadrikenschar
zu positiven Parametern ai, ..., a,. Sei die offene Menge 2 C R™\{0} x S™ ! wie in
Theorem 2 definiert. Sei v : [ — E eine Geodite auf dem FEllipsoiden E := Qq, wobei
0 € I gelte, und so gewdhlt sei, dass (v(t),¥(t)) € Q fiir allet € I.

Firt e I sei g :=(t) + R-%(t). Dann existieren eindeutige, voneinander verschiedene
Werte A1, ..., A\n—2, sodass gilt: Falls \; € U, so liegt g, tangential an Q,,, fir i =
1,...,n—2.

Beweis. Seit € I. Wéhle nach Theorem 2 die eindeutigen Werte (%), . . ., ptn—2(t), sodass
g¢ tangential an Q) liegt, falls 41;(t) € U. Da g, immer tangential an £ = Q) liegt, und
0 € U, setze o0BdA Mo( )=0eU.

Wiéhle zunichst ein festes ¢ € {1,...,n — 2}. Zu zeigen ist nun, dass die Funktion p; :
I — R, t — p;(t) konstant ist. Dann gilt: p;(f) héngt nach Theorem 2 glatt von ()
und (t) ab. Da diese wiederum glatte Funktionen in ¢ sind, ist somit y; als Funktion in
t glatt.

Definiere I; := u; *(U), und sei t € I;. Der Beriihrpunkt von g, mit der Quadrik Qi (1) sei
druch x;(t) gegeben. Dleser ist elndeutlg definiert:

Sei A;(t) := d1ag<
Variablen s:

prE TR +u ) ) Betrachte folgende quadratische Gleichung in der

(Ast) - (v(8) +5-4(1), () + 5 - 5(t)) =1 =0.
Wie im Beweis von Theorem 2 gezeigt, folgt aus u;(t) € U, dass (A;(t)¥(t),5(t)) # 0.
Somit verschwindet der Vorfaktor von s? nicht, die Gleichung ist daher echt quadratisch.
Aus den Nullstellen ergeben sich gerade die Schnittpunkte von g, mit Q). Da die Gerade
aber die Quadrik tangential beriihrt, hat die Gleichung eine doppelte Nullstelle in s, d.h.
die Diskriminante der Gleichung verschwindet. Somit ergibt sich fiir den Beriihrpunkt
x;(t) folgende Beziehung:

zi(t) = (t) + si(t) - ¥(t) mit s;(t) = —
Somit sind x; und s; glatte Funktionen in ¢ auf I;. Auflerdem ist

zi(t) = () + si(t) - (1) + si(t) - 5(2).
Nun ist 7 eine Geodéte auf F, sodass nach Korollar 5.5 gilt: 4(¢t) L T, ) E. Theorem 2
liefert folgende Orthogonalitéitsbedingung fiir die Tangentialraume:

$z Ql% J‘ T (t) E

Somit folgt (1) € Ty, 1)@ pui(r)- AuBerdem gilt per Definition des Tangentialraumes, dass
() € Tyyt)Quuir)- Es folgt daher xj(t) € Ty, Qpuir)- Nun ist A;(t)x;(t) gerade der Nor-
malenvektor von T, )@, ), somit folgt (A; (t) (1), xi(t)) = 0.

Wegen ;(t) € Q. erglbt smh

zi(t) € Quey = (Ai(z(t), =) =1 = %(Ai(t)xi(t),xi(t» =0
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= (A(B)zi(t), 2:() = 0 )
. Al(t) = diag(— Hilt) () )
Z (a1 + pui(t))” (an + (1))

ergibt sich weiter

n

0= (Aj(t)ai(t),:(t)) = D —% = () (Z %) |

N

~~
>0

Somit ist u;(t) = 0 fiir alle ¢t € I;. Mit Lemma 5.10 folgt nun, dass p}(t) = 0 fiir alle t € 1.
Da I zusammenhéngend ist, ist die Funktion u,; konstant auf I. Mit A; := u;(0) = p;(t)
fiir alle t € I folgt die zu zeigende Aussage. n
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